[bookmark: _GoBack]Изучить и решить примеры Выделенные жирным красным шрифтом примеры расположены в тексте, их нужно решить самостоятельно и прислать мне на почту oskalenko62@mail.ru. На всякий случай эти же примеры для самостоятельного решения приведены  в конце текста.

Пределы функций. Примеры решений


Теория пределов – это один из разделов математического анализа. Вопрос решения пределов является достаточно обширным, поскольку существуют десятки приемов решений пределов различных видов. Существуют десятки нюансов и хитростей, позволяющих решить тот или иной предел. Тем не менее, мы все-таки попробуем разобраться в основных типах пределов, которые наиболее часто встречаются на практике.
Начнем с самого понятия предела. Но сначала краткая историческая справка. Жил-был в 19 веке француз Огюстен Луи Коши, который дал строгие определения многим понятиям матана и заложил его основы. Надо сказать, этот уважаемый математик снился, снится и будет сниться в кошмарных снах всем студентам физико-математических факультетов, так как доказал огромное количество теорем математического анализа, причём одна теорема убойнее другой. В этой связи мы пока не будем рассматривать определение предела по Коши, а попытаемся сделать две вещи:
1. Понять, что такое предел.
2. Научиться решать основные типы пределов.    
Прошу прощения за некоторую ненаучность объяснений, важно чтобы материал был понятен даже чайнику. Итак, что же такое предел?
А сразу пример, 

[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image002.gif]
Любой предел состоит из трех частей:
1) Всем известного значка предела [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image004.gif].
2) Записи под значком предела, в данном случае [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image006.gif]. Запись читается «икс стремится к единице». Чаще всего – именно [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image008.gif], хотя вместо «икса» на практике встречаются и другие переменные. В практических заданиях на месте единицы может находиться совершенно любое число, а также бесконечность ([image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image010.gif]).
3) Функции под знаком предела, в данном случае [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image012.gif].
Сама запись [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image002_0000.gif] читается так: «предел функции [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image012_0000.gif] при икс стремящемся к единице».
Разберем следующий важный вопрос – а что значит выражение «икс стремится к единице»? И что вообще такое «стремится»?
Понятие предела – это понятие, если так можно сказать, динамическое. Построим последовательность: сначала [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image016.gif], затем [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image018.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image020.gif], …, [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image022.gif], ….
То есть выражение «икс стремится к единице» следует понимать так – «икс» последовательно принимает значения, которые бесконечно близко приближаются к единице и практически с ней совпадают.
Как решить вышерассмотренный пример? Исходя из вышесказанного, нужно просто подставить единицу в функцию, стоящую под знаком предела:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image024.gif]
Готово.
Итак, первое правило: Когда дан любой предел, сначала просто пытаемся подставить число в функцию.
Мы рассмотрели простейший предел, но и такие встречаются на практике, причем, не так уж редко!
Пример с бесконечностью:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image026.gif]
Разбираемся, что такое [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image028.gif]? Это тот случай, когда [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image008_0000.gif] неограниченно возрастает, то есть: сначала [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image031.gif], потом [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image033.gif], потом [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image035.gif], затем [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image037.gif] и так далее до бесконечности.
А что в это время происходит с функцией [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image039.gif]?
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image041.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image043.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image045.gif], …
Итак: если [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image028_0000.gif], то функция [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image039_0000.gif] стремится к минус бесконечности:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image047.gif]
Грубо говоря, согласно нашему первому правилу, мы вместо «икса» подставляем в функцию  [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image049.gif] бесконечность и получаем ответ.
Еще один пример с бесконечностью:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image051.gif]
Опять начинаем увеличивать [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image008_0001.gif] до бесконечности и смотрим на поведение функции:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image053.gif]
Вывод: при [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image028_0001.gif] функция [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image056.gif]  неограниченно возрастает:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image058.gif]
И еще серия примеров:
Пожалуйста, попытайтесь самостоятельно мысленно проанализировать нижеследующее и запомните простейшие виды пределов:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image060.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image062.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image064.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image066.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image068.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image070.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image072.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image074.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image076.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image078.gif]
Если где-нибудь есть сомнения, то можете взять в руки калькулятор и немного потренироваться.
В том случае, если [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image028_0002.gif], попробуйте построить последовательность  [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image031_0000.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image033_0000.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image035_0000.gif]. Если [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image080.gif], то  [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image082.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image084.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image086.gif].
! Примечание: строго говоря, такой подход с построением последовательностей из нескольких чисел некорректен, но для понимания простейших примеров вполне подойдет.
Также обратите внимание на следующую вещь. Даже если дан предел с большим числом вверху, да хоть с миллионом: [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image088.gif], то все равно [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image090.gif], так как рано или поздно «икс» начнёт принимать такие гигантские значения, что миллион по сравнению с ними будет самым настоящим микробом.
Что нужно запомнить и понять из вышесказанного?
1) Когда дан любой предел, сначала просто пытаемся подставить число в функцию.
2) Вы должны понимать и сразу решать простейшие пределы, такие как [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image092.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image094.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image096.gif] и т.д.
Более того, у предела есть очень хороший геометрический смысл. 


Пределы с неопределенностью вида [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image098.gif] и метод их решения
Сейчас мы рассмотрим группу пределов, когда [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image028_0003.gif], а функция представляет собой дробь, в числителе и знаменателе которой находятся многочлены
Пример:
Вычислить предел [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image100.gif]
Согласно нашему правилу попытаемся подставить бесконечность в функцию. Что у нас получается вверху? Бесконечность. А что получается внизу? Тоже бесконечность. Таким образом, у нас есть так называемая неопределенность вида [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image098_0000.gif]. Можно было бы подумать, что [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image102.gif], и ответ готов, но в общем случае это вовсе не так, и нужно применить некоторый прием решения, который мы сейчас и рассмотрим.
Как решать пределы данного типа?
Сначала мы смотрим на числитель и находим [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image008_0002.gif] в старшей степени:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image105.jpg]
Старшая степень в числителе равна двум.
Теперь смотрим на знаменатель и тоже находим [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image008_0003.gif] в старшей степени:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image107.jpg]
Старшая степень знаменателя равна двум.
Затем мы выбираем самую старшую степень числителя и знаменателя: в данном примере они совпадают и равны двойке.
Итак, метод решения следующий: для того, чтобы раскрыть неопределенность [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image098_0001.gif] необходимо разделить числитель и знаменатель на [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image008_0004.gif] в старшей степени.
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image109.gif]
Разделим числитель и знаменатель на [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image111.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image113.gif]
Вот оно как, ответ [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image115.gif], а вовсе не бесконечность.
Что принципиально важно в оформлении решения?
Во-первых, указываем неопределенность, если она есть.
Во-вторых, желательно прервать решение для промежуточных объяснений. Я обычно использую знак [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image117.gif], он не несет никакого математического смысла, а обозначает, что решение прервано для промежуточного объяснения.
В-третьих, в пределе желательно помечать, что и куда стремится. Когда работа оформляется от руки, удобнее это сделать так:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image119.jpg]
Для пометок лучше использовать простой карандаш.
Конечно, можно ничего этого не делать, но тогда, возможно, преподаватель отметит недочеты в решении либо начнет задавать дополнительные вопросы по заданию. А оно Вам надо?
Пример 2
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image121.gif]
Снова в числителе и знаменателе находим [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image008_0005.gif] в старшей степени:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image124.jpg]
Максимальная степень в числителе: 3
Максимальная степень в знаменателе: 4
Выбираем наибольшее значение, в данном случае четверку.
Согласно нашему алгоритму, для раскрытия неопределенности [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image126.gif] делим числитель и знаменатель на [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image128.gif].
Полное оформление задания может выглядеть так:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image130.gif]
Разделим числитель и знаменатель на [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image128.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image134.gif]
Пример 3
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image136.gif]
Максимальная степень «икса» в числителе: 2
Максимальная степень «икса» в знаменателе: 1 ([image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image008_0006.gif] можно записать как [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image139.gif])
Для раскрытия неопределенности [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image126_0000.gif] необходимо разделить числитель и знаменатель на [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image141.gif]. Чистовой вариант решения может выглядеть так:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image143.gif]
Разделим числитель и знаменатель на [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image141_0000.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image146.gif]
Под записью [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image148.gif] подразумевается не деление на ноль (делить на ноль нельзя), а деление на бесконечно малое число.
Таким образом, при раскрытии неопределенности вида [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image098_0002.gif] у нас может получиться конечное число, ноль или бесконечность.


Пределы с неопределенностью вида [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image150.gif] и метод их решения
Предвосхищаю вопрос от чайников: «Почему здесь деление на ноль? На ноль же делить нельзя!». Смысл записи 0:0 будет понятен позже, после ознакомления с четвёртым уроком о бесконечно малых функциях. А пока всем начинающим изучать математический анализ предлагаю читать далее.
Следующая группа пределов чем-то похожа на только что рассмотренные пределы: в числителе и знаменателе находятся многочлены, но «икс» стремится уже не к бесконечности, а к конечному числу.
Пример 4
Решить предел [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image152.gif]
Сначала попробуем подставить -1 в дробь:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image154.gif] 
В данном случае получена так называемая неопределенность [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image156.gif].
Общее правило: если в числителе и знаменателе находятся многочлены, и имеется неопределенности вида [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image156_0000.gif], то для ее раскрытия нужно разложить числитель и знаменатель на множители.
Для этого чаще всего нужно решить квадратное уравнение и (или) использовать формулы сокращенного умножения. 
Итак, решаем наш предел
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image158.gif]
Разложим числитель и знаменатель на множители
Для того чтобы разложить числитель на множители, нужно решить квадратное уравнение:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image160.gif]
Сначала находим дискриминант:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image162.gif]
И квадратный корень из него: [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image164.gif].
В случае если дискриминант большой, например 361,  используем калькулятор, функция извлечения квадратного корня есть на самом простом калькуляторе.
! Если корень не извлекается нацело (получается дробное число с запятой), очень вероятно, что дискриминант вычислен неверно либо в задании опечатка.
Далее находим корни:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image166.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image168.gif]
Таким образом:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image170.gif]
Всё. Числитель на множители разложен.
Знаменатель. Знаменатель [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image172.gif] уже является простейшим множителем, и упростить его никак нельзя.
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image174.gif]
Очевидно, что можно сократить на [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image176.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image178.gif]
Теперь и подставляем -1 в выражение, которое осталось под знаком предела:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image180.gif]
Естественно, в контрольной работе, на зачете, экзамене так подробно решение никогда не расписывают. В чистовом варианте оформление должно выглядеть примерно так:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image158_0000.gif]
Разложим числитель на множители.
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image160_0000.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image162_0000.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image164_0000.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image166_0000.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image168_0000.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image183.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image185.gif]
Пример 5
Вычислить предел [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image187.gif]
Сначала «чистовой» вариант решения
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image189.gif]
Разложим числитель и знаменатель на множители.
Числитель: [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image191.gif]
Знаменатель:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image193.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image195.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image197.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image199.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image201.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image203.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image205.gif]
Что важного в данном примере?
Во-первых, Вы должны хорошо понимать, как раскрыт числитель, сначала мы вынесли за скобку 2, а затем использовали формулу разности квадратов. Уж эту-то формулу нужно знать и видеть.
Рекомендация: Если в пределе (практически любого типа) можно вынести число за скобку, то всегда это делаем.
Более того, такие числа целесообразно выносить за значок предела. Зачем? Да просто чтобы они не мешались под ногами. Главное, потом эти числа не потерять по ходу решения.
Обратите внимание, что на заключительном этапе решения я вынес за значок предела двойку, а затем – минус.
! Важно
В ходе решения фрагмент типа [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image207.gif] встречается очень часто. Сокращать такую дробь нельзя. Сначала нужно поменять знак у числителя или у знаменателя (вынести -1 за скобки).
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image209.gif], то есть появляется знак «минус», который при вычислении предела учитывается и терять его совсем не нужно.
Вообще, я заметил, что чаще всего в нахождении пределов данного типа приходится решать два квадратных уравнения, то есть и в числителе и в знаменателе находятся квадратные трехчлены.


Метод умножения числителя и знаменателя на сопряженное выражение
Продолжаем рассматривать неопределенность вида [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image156_0001.gif]
Следующий тип пределов похож на предыдущий тип. Единственное, помимо многочленов, у нас добавятся корни.
Пример 6
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image212.gif]
Начинаем решать.
Сначала пробуем подставить 3 в выражение под знаком предела
Еще раз повторяю – это первое, что нужно выполнять для ЛЮБОГО предела. Данное действие обычно проводится мысленно или на черновике.
 [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image214.gif]
Получена неопределенность вида [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image150_0000.gif], которую нужно устранять.
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image217.gif]
Как Вы, наверное, заметили, у нас в числителе находится разность корней. А от корней в математике принято, по возможности, избавляться. Зачем? А без них жизнь проще.
Когда в числителе (знаменателе) находится разность корней (или корень минус какое-нибудь число), то для раскрытия неопределенности [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image150_0001.gif] используют метод умножения числителя и знаменателя на сопряженное выражение.
Вспоминаем нашу нетленную формулу разности квадратов: [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image219.gif]
И смотрим на наш предел: [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image221.gif]
Что можно сказать? [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image223.gif] у нас в числителе уже есть. Теперь для применения формулы осталось организовать [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image225.gif] (которое и называется сопряженным выражением).
Умножаем числитель на сопряженное выражение:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image227.gif]
Обратите внимание, что под корнями при этой операции мы ничего не трогаем.
Хорошо, [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image225_0000.gif] мы организовали, но выражение-то под знаком предела изменилось! А для того, чтобы оно не менялось, нужно его разделить на то же самое, т.е. на [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image225_0001.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image229.gif]
То есть, мы умножили числитель и знаменатель на сопряженное выражение.
В известной степени, это искусственный прием.
Умножили. Теперь самое время применить вверху формулу [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image219_0000.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image231.gif]
Неопределенность [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image150_0002.gif] не пропала (попробуйте подставить тройку), да и корни тоже не исчезли. Но с суммой корней всё значительно проще, ее можно превратить в постоянное число. Как это сделать? Да просто подставить тройку под корни:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image233.gif]
Число, как уже отмечалось ранее, лучше вынести за значок предела.
Теперь осталось разложить числитель и знаменатель на множители и сократить «виновников» неопределённости, ну а предел константы – равен самой константе:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image235.gif]
Готово.
Как должно выглядеть решение данного примера в чистовом варианте?
Примерно так:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image217_0000.gif]
Умножим числитель и знаменатель на сопряженное выражение.
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image238.gif]
Пример 7
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image240.gif]
Сначала попробуйте решить его самостоятельно.
Окончательное решение примера может выглядеть так:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image242.gif]
Разложим числитель на множители:
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image244.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image246.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image248.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image250.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image252.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image254.gif]
Умножим числитель и знаменатель на сопряженное выражение
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image256.gif]
Замечательные пределы.
Примеры решений


Продолжаем наш разговор на тему Пределы и способы их решения Чем же замечательны замечательные пределы? Замечательность данных пределов состоит в том, что они доказаны величайшими умами знаменитых математиков, и благодарным потомкам не приходится мучаться страшными пределами с нагромождением тригонометрических функций, логарифмов, степеней. То есть при нахождении пределов мы будем пользоваться готовыми результатами, которые доказаны теоретически.
Замечательных пределов существует несколько, но на практике у студентов-заочников в 95% случаев фигурируют два замечательных предела: Первый замечательный предел, Второй замечательный предел. Следует отметить, что это исторически сложившиеся названия, и, когда, например, говорят о «первом замечательном пределе», то подразумевают под этим вполне определенную вещь, а не какой-то случайный, взятый с потолка предел.
Начнем.


Первый замечательный предел
Рассмотрим следующий предел: [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image002.gif] (вместо родной буквы «хэ» я буду использовать греческую букву «альфа», это удобнее с точки зрения подачи материала).
Согласно нашему правилу нахождения пределов пробуем подставить ноль в функцию: в числителе у нас получается ноль (синус нуля равен нулю), в знаменателе, очевидно, тоже ноль. Таким образом, мы сталкиваемся с неопределенностью вида [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image004.gif], которую, к счастью, раскрывать не нужно. В курсе математического анализа, доказывается, что:
 [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image006.gif]
Данный математический факт носит название Первого замечательного предела..
Нередко в практических  заданиях функции могут быть расположены по-другому, это ничего не меняет:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image008.gif] – тот же самый первый замечательный предел.
! Но самостоятельно переставлять числитель и знаменатель нельзя! Если дан предел в виде [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image010.gif], то и решать его нужно в таком же виде, ничего не переставляя.
На практике в качестве параметра [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image012.gif] может выступать не только переменная [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image014.gif], но и элементарная функция, сложная функция. Важно лишь, чтобы она стремилась к нулю.
Примеры:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image016.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image018.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image020.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image022.gif]
Здесь [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image024.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image026.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image028.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image030.gif], и всё гуд – первый замечательный предел применим.
А вот следующая запись – ересь:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image032.jpg]
Почему? Потому что многочлен [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image034.gif] не стремится к нулю, он стремится к пятерке.
Кстати, вопрос на засыпку, а чему равен предел [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image036.gif]? Ответ можно найти в конце урока.
На практике не все так гладко, почти никогда студенту не предложат решить халявный предел [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image038.gif] и получить лёгкий зачет. Хммм… Пишу эти строки, и пришла в голову очень важная мысль – все-таки «халявные» математические определения и формулы вроде  [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image040.gif] лучше помнить наизусть, это может оказать неоценимую помощь на зачете, когда вопрос будет решаться между «двойкой» и «тройкой», и преподаватель решит задать студенту какой-нибудь простой вопрос или предложить решить простейший пример («а может он (а) все-таки знает чего?!»).
Переходим к рассмотрению практических примеров:
Пример 1
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image042.gif]
Если мы замечаем в пределе синус, то это нас сразу должно наталкивать на мысль о возможности применения первого замечательного предела.
Сначала пробуем подставить 0 в выражение под знак предела (делаем это мысленно или на черновике):

[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image044.gif]
Итак, у нас есть неопределенность вида [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image004_0000.gif], ее обязательно указываем в оформлении решения. Выражение под знаком предела у нас похоже на первый замечательный предел, но это не совсем он, под синусом находится [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image047.gif], а в знаменателе [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image049.gif].
В подобных случаях первый замечательный предел нам нужно организовать самостоятельно, используя искусственный прием. Ход рассуждений может быть таким: «под синусом у нас [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image047_0000.gif], значит, в знаменателе нам тоже нужно получить [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image047_0001.gif]».
А делается это очень просто:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image051.gif]
То есть, знаменатель искусственно умножается в данном случае на 7 и делится на ту же семерку. Теперь запись у нас приняла знакомые очертания.
Когда задание оформляется от руки, то первый замечательный предел желательно пометить простым карандашом:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image053.jpg]
Что произошло? По сути, обведенное выражение у нас превратилось в единицу и исчезло в произведении:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image055.jpg]
Теперь только осталось избавиться от трехэтажности дроби:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image057.jpg]
Готово. Окончательный ответ: [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image059.gif]
Если не хочется использовать пометки карандашом, то решение можно оформить так:
“
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image061.gif]
Используем первый замечательный предел [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image006_0000.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image063.gif]
“
Пример 2
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image065.gif]
Опять мы видим в пределе дробь и синус. Пробуем подставить в числитель и знаменатель ноль:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image067.gif]
Действительно, у нас неопределенность [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image004_0001.gif] и, значит, нужно попытаться организовать первый замечательный предел. Когда у нас есть неопределенность [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image004_0002.gif], то нужно разложить числитель и знаменатель на множители. Здесь – то же самое, степени мы представим в виде произведения (множителей):
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image070.gif]
Далее, по уже знакомой схеме организовываем первые замечательные пределы. Под синусами у нас [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image072.gif], значит, в числителе тоже нужно получить [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image072_0000.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image075.gif]
Аналогично предыдущему примеру, обводим карандашом замечательные пределы (здесь их два), и указываем, что они стремятся к единице:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image077.jpg]
Собственно, ответ готов:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image079.jpg]
В следующих примерах, я не буду заниматься художествами в Пэйнте, думаю, как правильно оформлять решение в тетради – Вам уже понятно.
Пример 3
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image081.gif]
Подставляем ноль в выражение под знаком предела:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image083.gif]
Получена неопределенность [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image004_0003.gif], которую нужно раскрывать. Если в пределе есть тангенс, то почти всегда его превращают в синус и косинус по известной тригонометрической формуле [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image085.gif] (кстати, с котангенсом делают примерно то же самое.  В данном случае:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image087.gif]
Косинус нуля равен единице, и от него легко избавиться (не забываем пометить, что он стремится к единице):
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image089.gif]
Таким образом, если в пределе косинус является МНОЖИТЕЛЕМ, то его, грубо говоря, нужно превратить в единицу, которая исчезает в произведении.
Дальше по накатанной схеме, организуем первый замечательный предел:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image091.gif]
Здесь все вышло проще, без всяких домножений и делений. Первый замечательный предел тоже превращается в единицу и исчезает в произведении:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image093.gif]
В итоге получена бесконечность, бывает и такое.
Пример 4
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image095.gif]
Пробуем подставить ноль в числитель и знаменатель:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image097.gif]
Получена неопределенность [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image004_0004.gif] (косинус нуля, как мы помним, равен единице)
Используем тригонометрическую формулу [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image100.gif]. Возьмите на заметку! Пределы с применением этой формулы почему-то встречаются очень часто.
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image102.gif]
Постоянные множители вынесем за значок предела:
 [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image104.gif]
Организуем первый замечательный предел:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image106.gif]
Здесь у нас только один замечательный предел, который превращается в единицу и исчезает в произведении:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image108.gif]
Избавимся от трехэтажности:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image110.gif]
Предел фактически решен, указываем, что оставшийся синус стремится к нулю:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image112.gif]
Пример 5
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image114.gif]
Этот пример сложнее, попробуйте разобраться самостоятельно:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image116.gif]
Некоторые пределы можно свести к 1-му замечательному пределу путём замены переменной


Второй замечательный предел
В теории математического анализа доказано, что:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image118.gif]
Данный факт носит название второго замечательного предела.
Справка: [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image120.gif] – это иррациональное число.
В качестве параметра [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image012_0000.gif] может выступать не только переменная [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image014_0000.gif], но и сложная функция. Важно лишь, чтобы она стремилась к бесконечности.
Пример 6
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image122.gif]
Когда выражение под знаком предела находится в степени – это первый признак того, что нужно попытаться применить второй замечательный предел.
Но сначала, как всегда, пробуем подставить бесконечно большое число в выражение  [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image124.gif]
 Нетрудно заметить, что при [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image126.gif] основание степени [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image128.gif], а показатель – [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image130.gif], то есть имеется, неопределенность вида [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image132.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image134.gif]
Данная неопределенность как раз и раскрывается с помощью второго замечательного предела. Но, как часто бывает, второй замечательный предел не лежит на блюдечке с голубой каемочкой, и его нужно искусственно организовать. Рассуждать можно следующим образом: в данном примере параметр [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image136.gif], значит, в показателе нам тоже нужно организовать  [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image049_0000.gif]. Для этого возводим основание в степень [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image049_0001.gif], и, чтобы выражение не изменилось – возводим в степень [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image140.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image142.gif]
Когда задание оформляется от руки, карандашом помечаем:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image144.jpg]
Практически всё готово, страшная степень превратилась в симпатичную букву [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image146.gif]:
При этом сам значок предела перемещаем в показатель:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image148.jpg]
Далее, отметки карандашом я не делаю, принцип оформления, думаю, понятен.
Пример 7
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image150.gif]
Внимание! Предел подобного типа встречается очень часто, пожалуйста, очень внимательно изучите данный пример.
Пробуем подставить бесконечно большое число в выражение, стоящее под знаком предела:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image152.gif]
В результате получена неопределенность [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image154.gif]. Но второй замечательный предел применим к неопределенности вида [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image132_0000.gif]. Что делать? Нужно преобразовать основание степени. Рассуждаем так: в знаменателе у нас [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image157.gif], значит, в числителе тоже нужно организовать [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image157_0000.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image160.gif]
Теперь можно почленно разделить числитель на знаменатель:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image162.gif]
Вроде бы основание стало напоминать [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image164.gif], но у нас знак «минус» да и тройка какая-то вместо единицы. Поможет следующее 
ухищрение,  [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image166.gif]
Таким образом, основание приняло вид [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image164_0000.gif], и, более того, появилась нужная нам неопределенность [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image132_0001.gif]. Организуем второй замечательный предел [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image169.gif].
Легко заметить, что в данном примере [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image171.gif]. Снова исполняем наш искусственный прием: возводим основание степени в [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image173.gif], и, чтобы выражение не изменилось – возводим в обратную дробь [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image175.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image177.gif]
Наконец-то долгожданное [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image179.gif] устроено, с чистой совестью превращаем его в букву [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image146_0000.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image181.gif]
Но на этом мучения не закончены, в показателе у нас появилась неопределенность вида [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image183.gif]. Делим числитель и знаменатель на [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image014_0001.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image186.gif]
Готово.
А сейчас мы рассмотрим модификацию второго замечательного предела. Напомню, что второй замечательный предел выглядит следующим образом: [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image118_0000.gif]. Однако на практике время от времени можно встретить его «перевёртыш», который в общем виде записывается так:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image189.gif]
Пример 8
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image191.gif]
Сначала (мысленно или на черновике) пробуем подставить ноль (бесконечно малое число) в выражение, стоящее под знаком предела:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image193.gif]
В результате получена знакомая неопределенность [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image132_0002.gif]. Очевидно, что в данном примере [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image196.gif]. С помощью знакомого искусственного приема организуем в показателе степени конструкцию [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image198.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image200.gif]
Выражение [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image202.gif] со спокойной душой превращаем в букву [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image146_0001.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image205.gif]
Еще не всё, в показателе у нас появилась неопределенность вида [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image207.gif]. Раскладываем тангенс на синус и косинус (ничего не напоминает?):
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image209.gif]
Косинус нуля стремится к единице (не забываем помечать карандашом), поэтому он просто пропадает в произведении:
[image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image211.gif]
А что такое [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image038_0000.gif] и к чему оно стремится, нужно уже знать, иначе «двойка»!
Как видите, в практических заданиях на вычисление пределов нередко требуется применять сразу несколько правил и приемов.
Да, так чему же равен предел [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image036_0000.gif]?
Если у Вас получился ответ [image: http://mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image213.gif], значит в понимании высшей математики не всё так безнадежно = )
Методы решения пределов. Неопределённости.
Порядок роста функции. Метод замены


– Необходимо уметь использовать основные методы решения пределов и справляться с наиболее распространёнными заданиями. Очень хорошо, если кроме примеров моих первых двух уроков, вы порешали (или попытались порешать) что-нибудь дополнительно.  
Есть? Едем дальше. Начнём с пары вопросов, которые вызвали недопонимание у некоторых посетителей сайта. За 2 года в отзывах и личной переписке  мне удалось выяснить те моменты, которые недостаточно подробно рассмотрены в ранних статьях. И сейчас самое время акцентировать на них внимание.
Первый вопрос затрагивает саму сущность предела. В черновой версии урока я даже процитировал Винни-Пуха: «Куда идём мы с Пятачком, большой-большой секрет». Но потом убрал… нехорошо как-то… выходит все, кто этого не понял – медведи с опилками в голове.
«Чему равен предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image002.gif]?» (пример условный)
Действительно, чему?
Здесь не указано, куда стремится «икс», и такая запись не имеет смысла:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image004.jpg]
Предел не летает где-то по воздуху на воздушном шаре, он может существовать (или не существовать) только в определённой точке (в частности, в точке [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image006.gif]  или [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image008.gif]). Например:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image010.gif]
Заодно вспоминаем примитивный, но важный приём – чтобы вычислить предел, сначала нужно попытаться подставить значение «икс» в функцию. В случае с бесконечностью очевидно, что:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image012.gif]
Иными словами, если [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image014.gif], то функция [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image016.gif] неограниченно возрастает.
А вот следующего предела не существует:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image018.gif]
Значение [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image020.gif] не входит в область опеределения функции(под корнем получается «минус»).
рАвно не существует и такого предела:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image022.gif]

Тут «икс» стремится к «минус бесконечности», и под корнем нарисуется бесконечно большое отрицательное число.
Итак, в природе не существует «просто предела».  Предел может существовать (или не существовать) лишь в определённой точке, в частности, в точке «плюс бесконечность» или «минус бесконечность».
В процессе оформления практических примеров постарайтесь придерживаться следующей рекомендации: не допускайте неполной записи вроде [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image002_0000.gif], это одна из самых скверных оплошностей. Презумпция виновности студента утверждает, что он либо совсем не в теме, либо откуда-то впопыхах списал пример.
Второй вопрос касается путаницы с неопределённостями, которые возникают в ходе решения более сложных пределов. Систематизируем информацию:
Что в пределах функций ЯВЛЯЕТСЯ неопределённостью
и НЕ ЯВЛЯЕТСЯ неопределённостью
Прежде всего, перед решением любого предела, обязательно выполняем подстановку «икса» в функцию – неопределённости может и не быть! Однако сладостей много вредно, и на первых двух уроках мы сталкивались со следующими неопределённостями:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image025.gif]
Кроме указанных видов, существует довольно распространённая неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image027.gif] («бесконечность минус бесконечность»), которую мы подробно разберём в этой статье, и совсем редко  встречаются неопределённости [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image029.gif].
Для того чтобы устранить неопределённость, как вы знаете, необходимо использовать некоторые правила и методы решения пределов.
Теперь о том, ЧТО НЕ ЯВЛЯЕТСЯ неопределённостью.
Неопределённостью не является:
– Любая определённость =)
– Бесконечно малое число, делённое на ненулевую константу: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image031.gif]. Сюда же можно отнести бесконечно малое число, делённое на бесконечно большое число: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image033.gif]
– Ненулевая константа, делённая на бесконечно малое число, например: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image035.gif].
– Начинающие изучать математический анализ, часто пытаются устранить мифическую неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image037.gif]. Но все попытки тщетны, поскольку это определённость:
представим «бесконечность делить на ноль» в виде произведения: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image039.gif], и, согласно предыдущему пункту: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image041.gif]. Приведу живой пример:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image043.gif]
Примечание: на практике значок [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image045.gif]  часто записывают без «плюса»: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image047.gif], но, строго говоря, это две разные вещи. Для простоты я буду считать второе обозначение «плюс бесконечностью» и иногда в целях бОльшей чёткости изложения ставить знак «плюс».
– Число, не равное единице, в бесконечно большой степени не является неопределённостью. Например: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image049.gif]. В частности: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image051.gif].
– Разность двух функций, каждая из которых стремится к нулю, например: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image053.gif]. Таким образом, неопределённости «ноль минус ноль» тоже не существует – это определённость.
Многие из перечисленных неопределённостей и определённостей уже встречались и ещё неоднократно встретятся на практике.
До нового 2013 года остаются считанные дни, и в качестве подарка я принёс увесистый ящик с петардами:


Порядок роста функции
В данном параграфе будут разобраны пределы с многочленами, многочленами под корнем, когда [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image014_0000.gif] или [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image055.gif]. Материал вам уже частично знаком, и настала пора разобраться в нём как следует. Давайте научимся находить решение в считанные секунды!
Вычислим следующий предел:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image057.gif]
На базовом уроке Пределы. Примеры решений я рекомендовал рассуждать не совсем корректным способом: сначала «икс» равно 10, потом, 100, затем 1000, миллион и т.д. до бесконечности. В чём изъян такого подхода? Построим данную последовательность:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image059.gif]
Исходя из полученных результатов, складывается стойкое впечатление, что предел стремится к «минус бесконечности», но на поверку впечатление кардинально ошибочно:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image002.jpg]
В этой связи необходимо знать теорию матана, а именно, некоторые выкладки о порядке роста функции.  
Применительно к нашему примеру можно сказать, что слагаемое [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image063.gif] обладает более высоким порядком роста, чем сумма [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image065.gif]. Иными словами, при достаточно больших значениях «икс» слагаемое [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image063_0000.gif] «перетянет» на «плюс бесконечность» всё остальное:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image067.gif]
При небольших значениях «икс» – да, сладкая парочка [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image065_0000.gif] перетягивает канат в сторону «минус бесконечности», что и привело нас к неверному первоначальному выводу. Но уже при [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image070.gif] получается гигантское положительное число [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image072.gif].
Если сильно уменьшить первое слагаемое, то от этого ничего не изменится: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image074.gif], будет лишь отсрочен тот момент, когда бравая дробь [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image076.gif] «вытянет» весь предел на «плюс бесконечность». Не поможет и «усиление противовеса»:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image078.gif].
Нулей можете приписать, сколько хотите (без шуток). Удивительная наука математический анализ – способна низвести любого монстра до мелочи пузатой. 
Таким образом, кубическая функция имеет более высокий порядок роста, чем:
– квадратичная функция;
– линейная функция;
– функция-константа;
– сумма квадратичной функции, линейной функции и константы (в любых комбинациях).
На простейшем примере поясню геометрический смысл вышесказанного. Представьте графики линейной [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image080.gif], квадратичной [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image082.gif] и кубической [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image084.gif] функций. Легко заметить, что при увеличении значений «икс», кубическая парабола [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image084_0000.gif] взмывает вверх гораздо быстрее и круче, чем парабола и, тем более, прямая.
Аналогичное правило можно сформулировать для любой степени:
Степенная функция данной степени растёт быстрее, чем любая степенная функция более низкой степени. И быстрее, чем сумма любого количества степенных функций более низкой степени.
Найдём предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image086.gif]
Значение данного предела зависит только от слагаемого [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image088.gif]. Всё остальное МЫСЛЕННО отбрасываем: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image090.gif], и теперь ясно как день, что предел стремится к «минус бесконечности»:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image092.gif]
То есть, слагаемое [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image088_0000.gif] более высокого порядка роста, чем всё остальное.
У «хвоста» [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image095.gif] могут быть сколь угодно большие константы, другие знаки, но результат от этого НЕ ИЗМЕНИТСЯ.
Сравнение бесконечно больших функций
На первом уроке мы вычислили три предела с неопределённостью [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image097.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image099.gif]
В перечисленных примерах используется стандартный приём деления числителя и знаменателя на «икс» в старшей степени и всё расписывается подробно. Но правильный ответ легко выяснить ещё до решения!
В первом примере [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image101.gif] в числителе и знаменателе МЫСЛЕННО отбрасываем все младшие слагаемые:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image103.gif].
В таких случаях говорят, что функции числителя и знаменателя обладают одинаковым порядком роста. Или короче – числитель и знаменатель одного порядка роста. Действительно, в данном пределе и вверху, и внизу находятся квадратичные функции. Мир, равенство, братство.
Во втором примере [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image105.gif] аналогично – в числителе и знаменателе МЫСЛЕННО уберём всех малышей:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image107.gif]
Здесь знаменатель более высокого порядка, чем числитель. Функция-многочлен 4-й степени растёт быстрее кубической функции и «перетягивает» предел на ноль.
И, наконец, в пределе [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image109.gif] карлики тоже идут лесом:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image111.gif]
А в этом примере всё наоборот – числитель более высокого порядка, чем знаменатель. Квадратичная функция растёт быстрее линейной и «перетягивает» предел на «плюс бесконечность».
Сделаем краткую теоретическую выжимку. Рассмотрим две произвольные функции [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image113.gif], которые определены на бесконечности.
1) Если [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image115.gif], где [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image117.gif] – ненулевая константа, то функции имеют одинаковый порядок роста. Если [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image119.gif], то функции называют эквивалентными на бесконечности.
2) Если [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image121.gif], то функция [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image123.gif] более высокого порядка роста, чем [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image125.gif].
3) Если [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image127.gif], то функция [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image125_0000.gif] более высокого порядка роста, чем [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image123_0000.gif].
! Примечание: при [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image055_0000.gif] суть выкладок не меняется.
Подчеркиваю ещё раз, что данные факты относятся к произвольным функциям, определённым на бесконечности, а не только к многочленам. Но у нас ещё непаханое поле полиномов, поэтому, продолжаем работать с ними… да вы не грустите, для разнообразия я добавлю корней =)
Пример 1
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image130.gif]
В наличии неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image132.gif] и приём решения уже знаком – нужно разделить числитель и знаменатель на «икс» в старшей степени.
Старшая степень числителя равна двум. Знаменатель…. Как определить старшую степень, если многочлен под корнем? МЫСЛЕННО отбрасываем все слагаемые, кроме самого старшего: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image134.gif]. Константу тоже отбрасываем и выясняем старшую степень знаменателя: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image136.gif]. Она тоже равна двум. Таким образом, числитель и знаменатель одного порядка роста, а значит, предел равен конечному числу, отличному от нуля.
Почему бы сразу не узнать ответ? В числителе и знаменателе МЫСЛЕННО отбрасываем все младшие слагаемые: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image138.gif]. Таким образом, наши функции не только одного порядка роста, но ещё и эквивалентны на бесконечности.
Оформляем решение:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image140.gif]
Разделим числитель и знаменатель на [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image142.gif]
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image144.gif]
В действительности пару шагов можно пропустить, просто я подробно расписал, как в знаменателе под корень вносится [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image146.gif].
Пример 2
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image148.gif]
Это пример для самостоятельного решения. Постарайтесь провести рассуждения по образцу первого примера. Также заметьте, что здесь неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image150.gif], что необходимо отразить в решении. Примерный образец чистового оформления примера в конце урока.
Во избежание недочёта, всегда анализируйте, какая неопределённость получается в пределах рассматриваемого вида. Помимо неопределённости [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image132_0000.gif]  может встретиться неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image153.gif] либо [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image155.gif]. Во всех четырёх случаях числитель и знаменатель необходимо разделить на «икс» в старшей степени.
Пример 3
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image157.gif]
Слишком трудный предел? Лёгкий испуг от хлопушки. Главное, грамотно управиться с радикалами.
Проведём предварительный анализ:
Сначала выясним старшую степень числителя. Там сумма двух корней. Под корнем [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image159.gif] отбросим младшее слагаемое: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image161.gif] и уберём константу: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image163.gif]. Под корнем [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image165.gif] отбросим все младшие слагаемые: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image167.gif].
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image169.gif], значит, старшая степень числителя: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image171.gif].
Разбираемся с нижним этажом. Под корнем [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image173.gif] отбрасываем константу: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image175.gif]. У многочлена [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image177.gif] старшая степень равна двум.
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image179.gif], значит, старшая степень знаменателя: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image181.gif].
Кстати, заметьте, что корень [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image183.gif] более высокого порядка роста, чем [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image177_0000.gif], поэтому весь знаменатель будет стремиться к «плюс бесконечности».
Сравниваем старшие степени: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image186.gif], следовательно, числитель более высокого порядка роста, чем знаменатель, и сразу можно сказать, что предел будет равен бесконечности.
Оформляем решение, я распишу его максимально подробно:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image188.gif]
Разделим числитель и знаменатель на «икс» в старшей степени: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image190.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image192.gif]
Действия в числителе прозрачны, закомментирую знаменатель. У дроби [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image194.gif] «разнокалиберные» корни, и квадратный корень [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image196.gif] необходимо «подогнать» под кубический корень [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image198.gif]. Составим и решим уравнение: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image200.gif]. Таким образом: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image202.gif].
Ну и на всякий случай напоминаю формулу [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image204.gif], по которой выполняется деление:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image206.gif] 
Другие члены знаменателя:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image208.gif]
Правила действий с корнями можно найти на странице Математические формулы и таблицы в методичке Горячие формулы школьного курса математики. Также на действиях с радикалами я подробно останавливался при нахождении производных.
Пример 4
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image210.gif]
Это более простой пример для самостоятельного решения. В предложенном примере снова неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image150_0000.gif] ([image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image212.gif] более высокого порядка роста, чем корень [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image214.gif]).
Если «икс» стремится к «минус бесконечности»
Призрак «минус бесконечности» уже давно витал в этой статье. Рассмотрим пределы с многочленами, в которых [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image055_0001.gif]. Принципы и методы решения будут точно такими же, что и в первой части урока, за исключением ряда нюансов.
Рассмотрим 4 фишки, которые потребуются для решения практических заданий:
1) Вычислим предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image216.gif]
Значение предела зависит только от слагаемого [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image218.gif], поскольку оно обладает самым высоким порядком роста. Если [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image055_0002.gif], то бесконечно большое по модулю отрицательное число в ЧЁТНОЙ степени, в данном случае – в четвёртой, равно «плюс бесконечности»: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image220.gif]. Константа («двойка») положительна, поэтому:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image222.gif]
2) Вычислим предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image224.gif]
Здесь старшая степень опять чётная, поэтому: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image226.gif]. Но перед [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image146_0000.gif] расположился «минус» (отрицательная константа –1), следовательно:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image229.gif]
3) Вычислим предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image231.gif]
Значение предела зависит только от [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image233.gif]. Как вы помните из школы, «минус» «выскакивает» из-под нечётной степени, поэтому бесконечно большое по модулю отрицательное число в НЕЧЁТНОЙ степени равно «минус бесконечности», в данном случае: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image235.gif].
Константа («четвёрка») положительна, значит:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image237.gif]
4) Вычислим предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image239.gif]
Первый парень на деревне [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image241.gif] снова обладает нечётной степенью, кроме того, за пазухой отрицательная константа, а значит: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image243.gif] Таким образом:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image245.gif].
Пример 5
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image247.gif]
Используя вышеизложенные пункты, приходим к выводу, что здесь неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image150_0001.gif]. Числитель и знаменатель одного порядка роста, значит, в пределе получится конечное число. Узнаем ответ, отбросив всех мальков:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image250.gif]
Решение тривиально:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image252.gif]
Разделим числитель и знаменатель на [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image254.gif]
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image256.gif]
Пример 6
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image258.gif]
Это пример для самостоятельного решения. 
А сейчас, пожалуй, самый тонкий из случаев:
Пример 7
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image260.gif]
Рассматривая старшие слагаемые, приходим к выводу, что здесь неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image262.gif]. Числитель более высокого порядка роста, чем знаменатель, поэтому сразу можно сказать, что предел равен бесконечности. Но какой бесконечности, «плюс» или «минус»? Приём тот же – в числителе и знаменателе избавимся от мелочи:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image264.gif]
Решаем:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image266.gif]
Разделим числитель и знаменатель на [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image268.gif]
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image270.gif]
Почему [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image272.gif]?
Проанализируем бесконечно малые слагаемые знаменателя:
Если [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image055_0003.gif], то слагаемые с чётными степенями [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image274.gif] будут стремиться к бесконечно малым положительным числам (обозначаются через [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image276.gif]), а слагаемые с нечётными степенями [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image278.gif] будут стремиться к бесконечно малым отрицательным числам (обозначаются через [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image280.gif]).
Теперь зададимся вопросом, какое из этих четырёх слагаемых [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image282.gif] будет стремиться к нулю (неважно с каким знаком) медленнее всего? Вспомним наивный приём: сначала «икс» равно –10, потом –100, затем –1000 и т.д. Медленнее всего к нулю будет приближаться слагаемое [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image284.gif]. Образно говоря, это самый «жирный» ноль, который «поглощает» все остальные нули. По этой причине на завершающем этапе и появилась запись [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image272_0000.gif].
Следует отметить, что знаки бесконечно малых слагаемых числителя нас не интересуют, поскольку там нарисовалась осязаемая добротная единичка. Поэтому в числителе я поставил «просто нули». К слову, знаки при нулях не имеют значения и во всех примерах, где в пределе получается конечное число (Примеры №№5,6).
Без измен, на то он и математический анализ, чтобы анализировать =)
Пример 8
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image287.gif]
Это пример для самостоятельного решения.
Рекомендую хорошо осмыслить информацию первой части урока, и по возможности сделать перерыв.


Неопределённость «бесконечность минус бесконечность»
Популярная неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image027_0000.gif] устраняется тремя распространёнными способами:
– приведением выражения под знаком предела к общему знаменателю;
– умножением/делением на сопряжённое выражение;
– преобразованием логарифмов.
Рассмотрим первый случай, о котором я ещё не рассказывал:
Пример 9
Вычислить предел
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image289.gif]
В данном пределе имеет место неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image027_0001.gif], и общий алгоритм решения незамысловат: необходимо привести выражение к общему знаменателю, а затем попытаться что-нибудь сократить:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image291.gif]
(1) Раскладываем знаменатели на множители: в первом знаменателе выносим «икс» за скобки, во втором знаменателе используем формулу разности кубов [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image293.gif]. Данный шаг можно было пропустить, но этим пришлось бы заниматься потом, и, на мой взгляд, разложение на множители удобнее провести сразу же.
(2) Приводим выражение к общему знаменателю.
(3) Приводим подобные слагаемые в числителе. Неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image027_0002.gif] трансформировалась в неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image295.gif], которая стандартно раскрывается разложением числителя и знаменателя на множители.
(4) Знаменатель уже разложен на множители. Раскладываем на множители числитель, в данном случае использована формула [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image297.gif].
(5) Сокращаем числитель и знаменатель на [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image299.gif], устраняя неопределённость.
Как видите, новизны-то особой и нет.
Аналогичное задание для самостоятельного решения:
Пример 10
Вычислить предел
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image002_0001.gif]
Второй вид пределов с неопределённостью [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image004.gif] представляет собой разность, в которой присутствуют два или один корень:
Пример 11
Вычислить предел
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image006_0000.gif]
Каноничный образец. Необходимо умножить и разделить на сопряженное выражение, чтобы потом воспользоваться формулой [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image008_0000.gif]
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image010_0000.gif]
Умножим и разделим на сопряженное выражение:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image012_0000.gif]
Неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image004_0000.gif] превратилась в неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image015.gif]. Узнаёте? Такие семечки мы грызли в первом разделе данного урока.
Числитель и знаменатель одного порядка роста, а значит, предел равен конечному числу. Разделим числитель и знаменатель на [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image017.gif]:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image019.gif]
Не редкость, когда в разности всего один корень, но это не меняет алгоритма решения:
Пример 12
Вычислить предел
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image021.gif]
Пример 13
Вычислить предел
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image023.gif]
Это пара коротких примеров для самостоятельного решения.
Следует отметить, что пределы рассмотренного типа не обязаны равняться конечному числу, вполне может получиться и бесконечность, причём, как «плюс», так и «минус». Кстати, в примере №13 можно посмотреть на порядок роста членов, чтобы сразу выяснить ответ ;-)
Иногда на практике встречаются пределы-«обманки», в которых неопределённости «бесконечность минус бесконечность» нет вообще, вот простейший пример:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image025_0000.gif]
Таким образом, будьте предельно внимательны: перед решением предела необходимо убедиться, что неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image004_0001.gif] действительно есть!


Метод замены переменной в пределе
Весьма ходовой приём решения. Метод замены переменной применяют чаще всего для того, чтобы свести решение к первому замечательному пределу намного реже – к другому замечательному пределу. Рассмотрим пару типовых образцов:
Пример 14
Найти предел
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image028.gif]
Решаем:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image030.gif]
В пределе находится арктангенс, от которого хорошо бы избавиться. Логично и очень удобно превратить «арк» в одну единственную букву. Проведём замену переменной: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image032.gif].
Теперь в пределе нужно выразить всё остальное через «тэ».
Во-первых, выясним, куда будет стремиться новая переменная «тэ»:
Если [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image034.gif], то [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image036.gif], иными словами, новоиспеченная переменная тоже будет стремиться к нулю: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image038.gif]
Осталось в знаменателе выразить «икс» через «тэ». Для этого на обе части равенства [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image032_0000.gif] «навешиваем» тангенсы:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image040.gif]
В правой части две взаимно обратные функции уничтожаются:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image042.gif], откуда: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image044.gif]
Взмахи волшебной палочки закончены, остальное просто:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image046.gif]
Используемые формулы и приёмы решения завершающего этапа очень подробно разобраны в первой части урока замечательные пределы
Пример 15
Найти предел
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image048.gif]
Это пример для самостоятельного решения. Ещё пара занятных примеров на тему замены переменной:
Пример 16
Найти предел
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image050.gif]
При подстановке единицы в предел получается неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image052.gif]. Замена переменной уже напрашивается, но сначала преобразуем тангенс по формуле [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image054.gif]. Действительно, зачем нам тангенс?
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image056.gif]
Заметьте, что [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image058.gif], поэтому [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image060.gif]. Если не совсем понятно, посмотрите значения синуса в тригонометрической таблице. Таким образом, мы сразу избавляемся от множителя [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image062.gif], кроме того, получаем более привычную неопределённость 0:0. Хорошо бы ещё и предел у нас стремился к нулю.
Проведем замену: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image064.gif]
Если [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image066.gif], то [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image068.gif]
Под косинусом у нас находится «икс», который тоже необходимо выразить через «тэ».
Из замены [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image064_0000.gif] выражаем: [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image070_0000.gif].
Завершаем решение:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image072_0000.gif]
(1) Проводим подстановку
(2) Раскрываем скобки под косинусом.
(3) Используем формулу приведения [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image074_0000.gif], формулы приведения также можно найти в тригонометрических таблицах.
(4) Чтобы организовать первый замечательный предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image076_0000.gif], искусственно домножаем числитель на [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image078_0000.gif] и обратное число [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image080_0000.gif].
Задание для самостоятельного решения:
Пример 17
Найти предел
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image082_0000.gif]


Список примеров для самостоятельного решения
Пример 2
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image148.gif]

Пример 4 
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image210.gif]
Это более простой пример для самостоятельного решения. В предложенном примере снова неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image150_0000.gif] ([image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image212.gif] более высокого порядка роста, чем корень [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image214.gif]).

Пример 6
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image258.gif]
Это пример для самостоятельного решения. 
Пример 8
Найти предел [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image287.gif]
Это пример для самостоятельного решения.
Рекомендую хорошо осмыслить информацию первой части урока, и по возможности сделать перерыв.
Пример 10
Вычислить предел
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image002_0001.gif]
Пример 12
Вычислить предел
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image021.gif]
Пример 13
Вычислить предел
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image023.gif]
Это пара коротких примеров для самостоятельного решения.
Следует отметить, что пределы рассмотренного типа не обязаны равняться конечному числу, вполне может получиться и бесконечность, причём, как «плюс», так и «минус». Кстати, в примере №13 можно посмотреть на порядок роста членов, чтобы сразу выяснить ответ ;-)
Иногда на практике встречаются пределы-«обманки», в которых неопределённости «бесконечность минус бесконечность» нет вообще, вот простейший пример:
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image025_0000.gif]
Таким образом, будьте предельно внимательны: перед решением предела необходимо убедиться, что неопределённость [image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image004_0001.gif] действительно есть!
Пример 17
Найти предел
[image: http://mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image082_0000.gif]
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